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m ayor  y m enor son de lo n g i tu d e s  a y b,  respect ivam ente ,  y Q  es el pie de la 
perpendicu lar  trazada desde cualquier  p u n to  P  de la e l ipse a su eje foca l ,  e n -
tonces

O Q 2 P Q 2 _
a2 b 2

5 .  A p l ic a n d o  la prop iedad  intr ínseca  de la e l ipse ,  establecida en el ejer-
cic io  4, deducir las dos  form as de la segunda ecuación  ordinaria  de la e l ipse .

6 .  L o s  vértices de una e l ipse son  lo s  p u n to s  (1 ,  1) y (7, 1) y  su e x c e n tr i -
cidad es } { .  H allar  la ecuación  de la e l ipse ,  las coordenadas de sus f o c o s  y  las 
lo n g i tu d e s  de sus ejes m ayor  y m enor y de cada lado recto.

7 .  L o s  fo co s  de una  el ipse so n  lo s  p u n to s  ( — 4,  — 2)  y  ( — 4,  — 6 ) ,  y  la 
lo n g i tu d  de cada lado recto es 6. Hállese  la ecuación  de la e l ipse y su e x c e n -
tr ic idad.

8 .  L o s  vértices de una el ipse son lo s  p u n to s  (1 ,  — 6) y (9,  — 6)  y  la l o n -
g i tu d  de cada lado recto es %.  H allar  la ecuación  de la el ipse,  las coordenadas  
de sus fo co s  y  su excentr ic idad .

9 .  L o s  fo co s  de una el ipse so n  lo s  p u n to s  ( h  8)  y (3 ,  2 ) ,  y  la l o n g i tu d  
de su eje m enor  es 8. H allar  la ecuación de la e l ipse ,  las coordenadas de sus vér -
tices y  su excentr ic idad .

1 0 .  E l  centro de una el ipse es el p u n to  ( — 2, — 1) y u n o  de sus vértices es 
el p u n to  (3, — 1) . Si la l o n g i tu d  de cada lado recto es 4, hállese  la ecuación  
de la e l ipse ,  su excentric idad  y  las coordenadas de sus fo co s .

1 1 .  E l  centro  de una el ipse es el p u n to  (2, — 4) y el vértice y  el fo co  de un  
m ism o  lado del centro son  los  p u n to s  ( — 2, — 4 )  y ( — 1, — 4) , respect iva -
m ente .  H allar  la ecuación  de la e l ipse ,  su excentr ic idad ,  la lo n g i tu d  de su eje 
m enor y  la de cada la d o  recto.

1 2 .  D is c u t ir  la ecuación A x 2 +  C y f  +  D x  +  E y  +  F — 0 cuando A  y C 
son a m bo s  p o s i t iv o s  y D  =  E =  0.

E n  cada u n o  de lo s  ejercicios 13-16, reducir la ecuación  dada a la segunda  
form a ordinaria  de la ecuación de una e l ipse ,  y  determ ínense  las coordenadas del 
centro,  vértices y fo c o s ,  las l o n g i tu d e s  de lo s  ejes m ayor  y m en or ,  y la de cada 
lado recto y  la excentr ic idad .

1 3 .  x 2 +  4 y 2 -  6 jc +  16y +  2 1 = 0 .
1 4 .  4*2 +  9 y 2 +  32* -  18y +  37 =  0.
1 5 .  *2 +  4 y 2 -  10* -  40y +  109 =  0.
1 6 .  9*2 +  4 y 2 -  8 y  -  32 =  0.

1 7 .  R eso lv er  el e jem plo  2 del A r t í c u lo  62 trasladando lo s  ejes coordenados.
1 8 .  R e s o lv er  el ejercicio 16 p o r  traslación  de lo s  ejes coordenados.
1 9 .  Si  el centro de una e l ipse  no  está en el or igen ,  y  sus ejes so n  para le los  a 

los  coordenados,  demuéstrese que la ecuación  de la el ipse puede estar c o m p le ta -
m ente  determinada siempre que se c o n o zca n  las coordenadas de cuatro de sus  
p u n to s .

2 0 .  H allar  la ecuación  de la e l ipse  que pasa por  lo s  cuatro p u n to s  (1 , 3 ) ,

/  V 3  \
( — 1. 4 ) ,  1 0 ,  3 — — —  1 y  ( — 3, 3) y t iene sus ejes paralelos a lo s  c o ord en ad os .

2 1 .  H allar  la ecuación  de la fa m il ia  de el ipses que t ienen  un  centro co m ú n  
(2 , 3)  , un eje focal  com ú n  paralelo  al eje X ,  y la m ism a excentr ic idad  igual
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a / i  . D ib u ja r  tres e lem en tos  de la fa m il ia  a s ig n a n d o  tres va lores  d iferentes  al 
parám etro.

2 2 .  La ecuación d e u n a f a m i l i a d e e l i p s e s  es 4 x 2 +  9 y 2 +  ax  +  óy  — 11 =  0.
H allar  la ecuación  del e lem en to  de la fa m il ia  que pasa por  lo s  p u n to s  (2, 3)
y (5 . l ) .

2 3 .  La ecuación  de una fa m il ia  de el ipses es k x 2 +  4 y2 +  6 x  — 8y — 5 =  0. 
H allar  las ecuaciones de aq u el lo s  e lem en tos  de la fa m il ia  que t ienen  una e x c e n -
tricidad ig u a l  a /  .

2 4 .  H allar  las lo n g i tu d e s  de los  radíos vectores del  p u n to  (2, 1) de la
elipse 9 x 2 +  y 2 — 18x — 2 y +  1 = 0 .

2 5 .  E l  p u n to  m ed io  de una cuerda de la el ipse x 2 +  4 y 2 — 6;t — 8y — 3 =  0 
es el p u n to  (5, 2 )  . H a l lar  la ecuac ión  de la cuerda.

2 6 .  H allar  e id en t i f ica r  la ecuación  del lugar  geom étr ico  de un  p u n to  que se 
m ueve  de tal manera que su distancia  del eje Y  es s iempre ig u a l  al doble  de su 
distancia  del p u n to  (3,  2)  .

2 7 .  D esde  cada p u n to  de la circunferencia  x 2 +  y 2 +  4 x  +  4y — 8 =  0, se 
traza una perpend icu lar  al d iám etro  parale lo  al eje X .  H allar  e id en tif icar  la 
ecuación  del lugar geom étr ico  de lo s  p u n to s  m ed ios  de estas perpendicu lares.  
T r a z a r  el lugar  geom étr ico .

2 8 .  D esde  cada p u n t o  de la c ircunferencia  x 2 4-  y 2 — 6 x  — 2y  -4- 1 =  0, se 
traza una perpend icu lar  al d iám etro  para le lo  al eje Y .  H allar  e id en tif icar  la 
ecuación del  lugar geom étr ico  de lo s  p u n to s  m ed ios  de estas perpendicu lares .  
T r a z a r  el lugar  geo m étr ico .

2 9 .  La base de un  tr iá n g u lo  es de l o n g i tu d  f i ja ,  s iendo  sus ex trem os los  
p u n to s  (0 , 0 )  y (6 , 0)  . H allar  e id en ti f ica r  la ecuac ión  del lugar geom étr ico  
del vértice o p u e s to  que se m ueve de manera que el p ro d u cto  de las tangentes  de 
lo s  án g u lo s  de las bases es s iempre igua l  a 4.

3 0 .  H allar  e id en ti f ica r  la ecuación del  lugar geom étr ico  del centro de una  
circunferencia  que se m antiene  tangente a las c ircunferencias x 2+ y 2 — 4y — 12 =  0 
y  x 2 +  y 2 =  1. ( D o s  s o lu c io n e s . )

63. Propiedades de la elipse. M uchas de las propiedades m ás 
im portan tes de la elipse están asociadas con sus ta n g e n te s . Como la 
ecuación de una elipse es de segundo g ra d o , sus tangentes pueden 
determ inarse em pleando la condición para  la tangencia estud iada en el 
Artículo 4 4 .  E l procedim iento para  la resolución de problem as re la ti-
vos a tangentes a la elipse es , por lo t a n to , idéntico al usado p ara  la 
circunferencia (A rt. 4 5 )  y  la parábola (A rt. 5 7 ) .  P or e s to , se deja 
como ejercicio el dem ostrar los teorem as 4  y  5  que enunciam os a con-
tinuación :

T e o r e m a  4 . La tangente a la elipse b 2 x2 +  a 2 y 2 =  a 2 b2 en cual-
quier punto  P i ( x i , y i ) de la curva tiene por ecuación 

b 2 xi x +  a 2 y i y  =  a 2 b2 .

T e o r e m a  5 . Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m  a la 
elipse b 2 x2 +  a 2 y 2 =  a2 b 2 son

y  =  mx ±  V  a 2 na2 -f b2 .
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